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Introducción al Método de los
elementos Finitos

Modelos matemáticos en Ciencia
e Ingeniería

Ecuaciones algebraicas,
diferenciales o integrales

Modelos matemáticos

Soluciones analíticasSólo en casos
simples

Mayoría de casos
prácticos

Método de los Elementos Finitos (MEF) : técnica general para hallar soluciones
numéricas de sistemas de ecuaciones diferenciales e integrales.

Origen: ingeniería estructural, años 50/60, para solución de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales en elasticidad.

A día de hoy su empleo se ha generalizado abarcando gran cantidad de disciplinas, entre ellas el
estudio y diseño de dispositivos electromagnéticos

Modelos matemáticos

Soluciones numéricas

Mayoría de casos
prácticos
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Ecuaciones de Maxwell
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Condiciones de contorno
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Asumiendo campos armónicos:  
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Introducción al Método de los
elementos Finitos
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En general, cualquier problema consistirá en resolver:
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En una determinada región del espacio y
bajo ciertas condiciones de contorno
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En vez de resolver este problema, se aborda lo que se conoce como
la forma “débil” (Weak form) :
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Veamos que ventajas aporta
este planteamiento
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Utilizando:

El primer término puede escribirse de la forma:
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El primer término puede escribirse de la forma:
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Introducción al Método de los
elementos Finitos

Reescribimos todo:

El término con la integral de contorno puede desarrollarse como:
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Donde además:  HnnE 
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En un medio libre de
corrientes

Por tanto:
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Si además asumimos que:

Todas las integrales de contorno se cancelarán quedando por tanto:
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“Weak Form”    0
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“Weak Form”

testE

Hemos pasado de una ecuación que debía cumplirse
para cualquier punto del Dominio a una que debe
cumplirse “en promedio”  (y con ciertas funciones peso)

Exigencia más débil. Facilita
poder tratar posibles
singularidades (fuentes
puntuales, …)

Se ha reducido el orden de las derivadas y por tanto también las exigencias de derivabilidad
de las soluciones aproximadas (buscadas)

Y además se impone, de forma implícita, la condición de contorno llamada condición natural



Introducción al Método de los
elementos Finitos

¿Y cómo aparecen los “elemento finitos”? Al elegir las funciones test (peso)

Número finito de
funciones test

Por comparar

Esto implicará que subdividiremos (mallaremos)
todo el dominio en trozos pequeños (elementos)

Número finito de
funciones test



Introducción al Método de los
elementos Finitos

Resolvamos un problema genérico empleando el MEF

Condiciones de contornoCondiciones de contorno

Posibles fronteras interiores
(continuidad de la función y su derivada)
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Primer paso, obtener la “weak form”:

Elección de las funciones test: Se utiliza el método de Galerkin, lo que supone que la función
buscada () se desarrollará en las propias funciones test. Además se supone que la función
problema variará de la forma más simple simples posible en cada elemento (función lineal).
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Elección de las funciones test: Se utiliza el método de Galerkin, lo que supone que la función
buscada () se desarrollará en las propias funciones test. Además se supone que la función
problema variará de la forma más simple simples posible en cada elemento (función lineal).
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Cambiaremos de variables (a, b) ee
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Se necesitarán dos funciones
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valores en los extremos (nodos)

¿Y cómo son estas funciones N ?¿Y cómo son estas funciones N ?

 

 
e

e
e

e

e
e

l

xx
xN

l

xx
xN

1
2

2
1







e
e xx 21 

e
e xx 1

1
 xN e

2

el

 xN e
1

1

Las funciones base
siempre cumplen
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La idea es que estas funciones N sean las funciones test. Es decir
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Por construcción la función aproximada
(buscada) será continua:

Solución
Solución aproximada

  elementosNº
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Por construcción la función aproximada
(buscada) será continua:

  nodonodo
xx )()( 

Sólo se acoplarán las integrales de los
elementos vecinos

Las incógnitas de nuestro problema
van a ser el valor de la solución
aproximada en los nodos
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elementos Finitos

Volvamos a la “weak form” y veamos que expresión tendría la aplicación de estas funciones y
desarrollos para un elemento e
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Si además tenemos en cuenta que  en ese elemento es de la forma (Galerkin):
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Recordemos que las funciones N son muy simples    
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Las expresiones de estas integrales también lo serán
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Consideraremos que  y  son constantes (o bien las aproximamos por constantes) en
todo el elemento e. La matriz K quedará:
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Consideramos que f es también una constante (en caso de que no sea constante se
puede hacer la integral por cualquier método numérico):
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Por último el vector g lo escribiremos como:
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En cada elemento cada uno de los residuos debe ser 0, ya que no es
más que la integral ponderada de algo que buscamos que sea 0

Lo mismo debe cumplirse para la suma de todos los residuos  (Sumaremos los residuos
de todos los elementos (M elementos)):
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Y trataremos de reescribirlo en forma matricial



Elemento

nodo

1 2 3

1 2 3 4

Introducción al Método de los
elementos Finitos

Veamos por ejemplo como sería con 3 elementos (4 nodos):

1 2 3 4

nodo 1 2 3 4
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Construimos un vector columna con
las incógnitas
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El número de incógnitas será

M (número de elementos) + 1
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Se llega a:

Introducción al Método de los
elementos Finitos

Y teniendo en cuenta que para un elemento e se cumplía:
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Matriz tridiagonal

Que reescribimos como:



El primer y último elementos serán:
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Obtengamos los elementos genéricos de esta matriz [K ] :
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Obtengamos los elementos genéricos de esta matriz [K ] :
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El primer y último elementos serán:

K (N,N )
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Mientras que el resto de términos de la diagonal:
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El primer y último elementos serán:

Por último, el resto de términos no nulos:
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Mientras que el resto de términos de la diagonal:
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De la misma forma los elementos del vector b serán:
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Mientras que el vector g :
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Que no es más que:
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En cada nodo Condición “Natural”

Hemos supuesto que
era continua
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Mientras que el vector g :
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Que no es más que:
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En cada nodo Condición “Natural”

Hemos supuesto que
era continua

Si en nuestra programación no incorporáramos el vector g, estaríamos,
implícitamente, imponiendo una condición de contorno de Neumann

Veamos cómo aplicar las condiciones de contorno
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Resolvamos un problema genérico empleando el MEF

En nuestro problema habíamos supuesto unas condiciones de contorno muy generales

Condición de contorno tipo Dirichlet o 1er tipo

En nuestro problema habíamos supuesto unas condiciones de contorno muy generales

Condición de contorno de 3er tipo o de Robin
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Veamos como tratar con ellas. Empecemos por la de Robin

q y  serán parámetros conocidos en el contorno

Teniendo en cuenta que:
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      gbK Y recordando que:

Esta condición puede implementarse facilmente redefiniendose los últimos
elementos de la matriz K y del vector b
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Introducción al Método de los
elementos Finitos

Impongamos ahora la condición de Dirichlet

p será un parámetros conocidos en el contorno

Teniendo en cuenta que:
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Simplemente realizamos los siguientes cambios:
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Introducción al Método de los
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Finalmente al incorporar ambas condiciones nos quedará:
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Vemos que el vector g ha desaparecido de la formulación
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Comentemos, muy brevemente, los aspectos más relevantes en las formulaciones más
complejas del MEF

- Empleo de elementos de orden superior (cuadráticos, cúbicos, …)

- Formulaciones 2 y 3D.

- Elementos vectoriales

Comentemos, muy brevemente, los aspectos más relevantes en las formulaciones más
complejas del MEF

- Empleo de elementos de orden superior (cuadráticos, cúbicos, …)

- Formulaciones 2 y 3D.

- Elementos vectoriales



En los llamados elementos cuadráticos (elementos de 2º orden), cada elemento tiene 3
nodos, uno en cada uno de los extremos y un tercero situado, normalmente, en el centro del
elemento.  En cada elemento, la función problema se aproxima por una función cuadrática

Introducción al Método de los
elementos Finitos

Elementos cuadráticos

Empleo de elementos de orden superior

xbax )(

Elementos lineales
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Introducción al Método de los
elementos Finitos

Ahora se tendrán 3 funciones test por elemento: Nuevamente, las incógnitas
serán los valores de la función
buscada en los nodos

Las funciones base
siempre cumplen
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Average error of the finite element solution versus the number of
nodes using linear, quadratic, and cubic elements.
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Elementos finitos en problemas 2D

Elemento triangular lineal

3 funciones test por elemento

Las incógnitas serán los
valores de la función
buscada en los nodos
(vértices del triángulo)

Ejemplo de muestreo

Ordenes superiores
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Elementos finitos en problemas 3D

Elemento tetraédrico lineal

4 funciones test por elemento

Las incógnitas serán los
valores de la función
buscada en los nodos
(vértices del tetraedro)

Ejemplo de muestreo
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Elementos vectoriales

es el valor del campo
tangencial en el lado i del
triángulo. Ahora serán las
incógnitas del problema

e
iE

Las funciones base serán
ahora vectoriales, de tal
manera que la componente
tangencial de      tendrá un
valor fijo para el lado i y
será cero para los otros
dos lados

e
iN

Las funciones base serán
ahora vectoriales, de tal
manera que la componente
tangencial de      tendrá un
valor fijo para el lado i y
será cero para los otros
dos lados
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e
2N e
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Veamos que condiciones de
contorno tenemos

Evidentemente en x=0 Ez =0 (PEC)
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eeEReEyxE yjkLxjkLxjk
z
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cos
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000 

Por otro lado:
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R (coeficiente de reflexión)

Hacemos la derivada de Ez
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dx
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0
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00 )(coscos2 yjk
z

Lxjkz exEjkeEjk
dx
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Que podremos escribir de la forma:
Importante, ya no aparece
R, (parámetro que no
conocemos a priori)
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En x=L

Queremos obtener la condición que se debe cumplir justo en el lado del dieléctrico
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Y además



Resolvamos un problema genérico empleando el MEF

Condiciones de contorno

Problema 1D: Aplicación del MEF

Condiciones de contorno

Posibles fronteras interiores
(continuidad de la función y su derivada)



Identificando tenemos:
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En cuanto a las condiciones de contorno

 
  00

0

cos2

cos

0

Ejkq

jk

p








Problema 1D: Aplicación del MEF

 

0

1

sin
1 22

0

















f

k

E

r

r
r

z











Una vez resuelto el problema, se puede obtener el coeficiente de reflexión:
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Problema 1D: Resolución empleando
el COMSOL

Comenzaremos empleando el módulo más general, en el que plantearemos
nosotros mismos las ecuaciones a resolver.
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Comparando con la ecuación del COMSOL:

Queremos resolver
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¿Qué ocurre con las condiciones de contorno?
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Condiciones de contorno de nuestro problema
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En COMSOL
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Algunos pasos
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el COMSOL

Respecto a las condiciones de Frontera

En las interiores el COMSOL aplica:

     021   uucuucn
Esto hace que las integrales de contorno
internas se anulen (Condición Natural)

En este caso eso implica:
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Además por construcción Hz es continua en los nodos
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Ahora aplicaremos condiciones mixtas en ambos extremos , 1er (x=-h3) y último nodo (x=h2)
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Queremos que:
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En este extremo pretendemos que la onda pase
sin reflejarse (“transparencia”)

En x=-h3
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Veamos un ejemplo concreto
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